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Numerosos problemas vinculados con distintas ciencias estan relacionados
con las poblaciones y sus cambios a través del tiempo.

Crecimiento de una poblacion: aumento o decrecimiento en su tamano.
Para analizar el crecimiento de una poblacién nos centraremos en:
1) numero de individuos que la componen y
i) la velocidad con que esta cantidad cambia con el tiempo.

El concepto matematico que subyace detras del crecimiento de poblaciones
de todo tipo es el de crecimiento geomeétrico o exponencial.

Comprenderlo puede ayudar a entender la magnitud de los problemas que
causa y a medir la efectividad de las politicas disefiadas para enfrentarlos o
para hacer variar los patrones de crecimiento.

Las funciones exponenciales se utilizan en: finanzas, arqueologia, psicologia,
industria, economia, biologia, etc.



Ley de crecimiento biologico

O

Algunas leyes de crecimiento biologico se pueden representar por

N = Ng ekt
N,: nimero inicial de individuos de la poblaciéon (t = 0)

k: constante

N
En el tiempo t la velocidad de crecimiento o razén de cambio — de la poblacion

dt
es proporcional al numero de individuos de la misma.
dN N
dt

Si k>0 el numero N de individuos sigue una ley de crecimiento exponencial.

Si k<0 el numero N de individuos sigue una ley de decrecimiento exponencial.
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En este seminario analizaremos modelos de crecimiento poblacional que
utilizan funciones exponenciales, exponenciales modificadas y logisticas

mediante casos de estudio de diferentes areas de aplicacion.




Caso 1. Interés compuesto

O

Se invierten $10 000 a una tasa de interés anual de 6%.

a) Saldo despuées de 10 afnos si el interés se capitaliza

continuamente.

M(t) = 10 000 006t

M(10) = $18221.2




1. Interés compuesto

b) Tiempo necesario para que se

duplique la inversion

M(£) = 10 000 006t |
20 000 = 10 000 206t " 46666

(=2 L ss /
T 0.06 26006 /

11 afios 6 meses 18 dias

26066 /
N = N, ekt
t lnz T
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Caso 2. Crecimiento de una poblacion

O

Se estima que la poblacion de cierta ciudad dentro de t aflos sera de

N(t) = 50 000 ¢%05¢

a) Poblacion actual

t=0

50 000 habitantes




2. Crecimiento de una poblacion

N(t) = 50 000 90>t

b) Poblacion dentro de 5 afios

N(5) = 50 000 %25 = 64 201

c) Tiempo necesario para que se duplique la

poblacién N(t) = 100 000
. In2
k

2
= 13.862

t=005

t = 13 afos 10 meses 10 dias
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Caso 3. Confiabilidad de un producto

O

Un estudio estadistico indica que la fraccion de tostadoras eléectricas
fabricadas por cierta empresa que funcionan correctamente después
de t anos de uso es aproximadamente

f(t) — 8_0'2 t

a) Fraccion de tostadoras que se espera que funcionen al menos
durante tres anos

F(3) = e7%6 = 0.5488




3. Confiabilidad de un
producto

F(t)
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f(t) — e—0.2t

b) Fraccion de tostadoras que se espera | |
gue falle antes de un afio de uso
f(1) =e %2 =0.8187
1-0.8187=0.1813

Aprox. 0.1813 de las tostadoras

c) Fraccion de tostadoras que se espera

gue falle durante el tercer afio de uso
f(2) — f(3) = 0.6703 — 0.5488
Aprox. 0.1215 de las tostadoras




Caso 4. Demanda del consumidor

O

1.., ......

D(p) |
La demanda de cierto bien es T
I EEsieid |
D(p) =3000¢00tP +
unidades por mes cuando el
precio del mercado es p

dolares por unidad.




_ —-0.01p
4. Demanda R(p) = 3000pe
k@) |
a) Ingreso - [\
R(p) =p.D(p) L |
R(p) = 3000 p e0017
b) Ingreso maximo . T
R'(p) = 3000e7°01P(1 —0.01p) -
R'(p) =0 |
1-0.01p=0 | ‘*
p = 100 %
41
R(100) = 110 363.83




Caso 5. Depreciacion

O

Cuando cierta maquina industrial tiene t afos, su valor de reventa es

t
V(t) =4800e s+ 400 unidades monetarias

a) La maquina nueva vale

V(0) =5200 um




5. Depreciacion

V (0)

t
V(t) = 4800 e 5 + 400

b) Valor de la maquina a
los 10 afios

V(10) = 1 049,61 um

c) Cuandot — oo el valor de la
maquina tiende a 400 um




Caso 6. Publicidad

Muchas editoriales envian ejemplares de cortesia de libros nuevos a
los profesores que ensenan los temas incluidos en esos libros.

Un editor estima que si se distribuyen x miles de ejemplares de
cortesia a profesores de diferentes instituciones educativas, las
ventas del primer afo de cierto libro nuevo seran aproximadamente

f(x) = 20 — 15 e~ %2* miles de ejemplares

a) Cantidad aproximada de libros que se venderan en el primer aino
si no se envian ejemplares de cortesia

£(0) =20 — 15

Aproximadamente 5000 libros



6. PUb||C|dad f(x) =20-15 e~ 0:2x (miles)

b) Cantidad de libros que se venderan en (x) |
el primer afo si se envian 10 000 i '
ejemplares de cortesia 20

£(10) =20 — 15792 = 17.97

Aprox. 17 970 ejemplares

c) Incremento en las ventas del primer 4T
afno si se distribuyen 1 000 ejemplares de 3
cortesia mas

f(11) =20 —15e"%2? = 18.338 HER /

F(11) — £(10) = 0.368 T H 10 X

-4
-
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-4

Se venderan aproximadamente 368 | B H
ejemplares mas L .!




Caso 7. Tasa de mortalidad

O

La tasa de mortalidad de mujeres de cierta sociedad, en el grupo

de edad entre 25 y 29 afnos, esta dada por

D(t) = (0.008 — 0.00046) e~ 162t + 0,00046

t es el numero de afos después de un afio base fijo
0.008 es la tasa de mortalidad cuando t=0

(8 muertes por cada 1000 mujeres)

Tasa de mortalidad de este grupo 10 afos despues




_W,\ D(t)
/. Tasa de mortalidad

D(t) = 0.00754 e~ %162t 4+ 0.00046

tasa de mortalidad 10 aflos después # \

D(10) = 0.00754 =162 4 0.00046
D(10) = 0.00195
UL \
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Caso 8. Ciencia forense

O

La temperatura T del cadaver de una victima de homicidio
encontrado en una habitacion donde la temperatura era de 20°C,
esta dada por:

T(t) =20+ 177907t °C

Donde t es el nUmero de horas posteriores a la muerte de la
victima.

a) Temperatura corporal de la victima después de 10 horas

T(10) =20+ 17 e7%7

T(10) = 28.44 °C




8. Ciencia forense

b) Coartada que necesitara el empleado
gue lo encontré6 muerto, si a las 8:00 am
cuando llego la policia cientifica la
temperatura del cadaver era de 33°C

Tiempo que transcurre para que la
temperatura corporal llegue a 33°C
33 =20+ 17 7007t

In(17/13)
= =~ 3.83
0.07

Llevaba muerto 3h 50min aprox.

El empleado tiene que justificar que no
pudo llegar a la escena del crimen antes
de las 4:30 am

T(t) =20+ 17 e~ 007¢

L T()

100

20° temperatura ambiente

t



Caso 9. Crecimiento de bacterias

O

Se introduce una toxina en una colonia de bacterias,
y t horas después, la poblacion esta dada por

N(t) = 10000 (8 + t)e 01t

a) Poblacion al introducir la toxina

N(0) = 10 000 (8 + 0)e~0-1%0

N(0) = 80 000




9. Crecimiento de bacterias N(t) = 10 000 (8 + t)e~01t

b) Poblacion a las 10 horas
N(10) = 10 000 (8 + 10)e~0-1x10
N(10) = 66 218.30 .,

N(t)

c) Poblacion maxima
N'(t) = e %1 (2000 —1000t) =0
t =2
N(2) = 81873

d) Alargo plazo lim N(¢) = 0 S | Y N o i [ 1

la poblacion de bacterias desaparece. |




Bajo crecimiento exponencial una poblacion creceria sin limites y llegaria a ser
infinita con el paso del tiempo.
Pero cuando llega a ser suficientemente grande existen factores ambientales que
retardan la velocidad de crecimiento tales como la disponibilidad de alimentos,

los depredadores, la superpoblacion.

. : . . dN .. .
Estos factores podrian ocasionar que la velocidad de crecimiento rre disminuya.

El tamafo de la poblacion podria estar limitado a un niumero maximo M de
individuos, soportados con los recursos disponibles.
En la propagacion de una epidemia, M seria el numero total de individuos
susceptibles a la enfermedad (no vacunados, toda la comunidad).
O<N<M



Este modelo tendria inicialmente crecimiento exponencial e incluiria los

efectos de la resistencia ambiental a grandes crecimientos de la poblacion.

La velocidad de crecimiento se puede expresar como:

dN_kN(M—N)
dt M

- M-N .
Para valores pequefios de N comparados con M, (T) — 1y el crecimiento

seria aproximadamente exponencial.

Cuando N - M,(M —N) - 0, =2 0

y el tamafo de la poblacion tenderia a estabilizarse

an —‘fk\\"’N(M N) N AN - W
dt M dt

\
’
4




dN
= =AN(M — N)

La velocidad de crecimiento es proporcional al producto entre el tamafo de la

poblacion y la diferencia entre el valor maximo y el de la poblacion.

Donde %=A osea k=AM

Si se resuelve esta ecuacion diferencial (variables separables) luego de

algunas sustituciones, se obtiene la funcion logistica

N(t)/N:R - R N(t) =

N(E) = 1+ bekt

Este modelo se conoce como modelo logistico de crecimiento de una poblacion.

Las predicciones basadas en este modelo resultan mas cercanas a la realidad.



La razén de crecimiento AN(M — N) se puede considerar funcion de N

sera maxima cuando (;LN [AN(M — N)] =0

d d
“y AN(M = N)] = = [AMN — N*)]

L AN(M—-N)] =AM —-2N]=0 N=X
dN 2

Es decir que la razén de crecimiento aumenta hasta que el tamafo de la
poblacion es N = 5 (maxima velocidad de crecimiento) y después decrece.

M M M
N t) = — =
( ) 1+be—kt 2 1+be—kt

M : .,
P = (%,;) punto de inflexion




Funcion logistica

punto de inflexion

_lnbM
\ k2

maxima velocidad de crecimien

asintotas horizontales

N=0
M
tl} oo 1+b ekt =0
N=M
M
lim =M

tsco 1+ bek




La funcidn logistica tiene aplicaciones en una variedad de
areas, como redes neuronales artificiales, biologia, quimica,
demografia, economia, ciencias de la tierra, sociologia,

linglistica y estadistica.

Fue nombrada en 1844 por Pierre Francois Verhulst, que la

estudio en relacidn al crecimiento demografico.




Caso 10. Propagacion de una enfermedad

O

Los registros de salud publica indican que t semanas después de un brote

de cierta forma de gripe, aproximadamente

ft) =

—1+19 - miles de personas se habian contagiado la enfermedad.

a) Numero de personas que tenian la enfermedad al inicio del control

)= =-=1

1+19
1 000 personas tenian inicialmente la enfermedad

Numero de personas que habran contraido gripe 2 semanas después

20
2) = =~ 7.34
f(2) = T ge122 = 7343

aproximadamente 7 343 personas




Caso010. Propagacion de una enfermedad

b) Tiempo en que comenzod a f(b) = 20

descender la tasa de infeccion i) 1+ 19e-12¢

[aTal
FAW,

punto de inflexion

t—ln19~2454
12 T T

la epidemia comienza a disminuir
aprox. 2 semanas y media
después de su inicio :

c) Si la tendencia continda, nUmero 1
aprox. de personas que contraeran la
enfermedad en algin momento

20 -
20 -

l —
theo 1+ 19 e~ 12t

20 000 personas podran contraer la _—
enfermedad en algn momento 1 .' '. | T Cot




11. Crecimiento de plantas

O

Dos plantas crecen de tal forma que t dias después de plantarlas tienen

una alturade P;(t) cmy P,(t) cm, respectivamente, donde

21 20
1+ 25703t P,(t) = 1+ 17e-06t

P, (t) =

a) Altura de las plantas a los 10 dias
P,(10) = 9.35 cm (aprox) P,(10) = 19.19 cm (aprox)
b) Cambio del sentido de la concavidad: puntos de inflexion

p— Inb M
\ k2

F, = (10.73,10.5) F,= (4.72,10)




11. Crecimiento de plantas

21
PO =15z P1(0) =081
P =17 moee  P2(0) =111

b) Las plantas tienen la misma
altura, de 19.99 cm, después
de 20.71 dias.

P,(20.71) = P,(20.71) = 19.99

c) La planta que crece mas
rapido en este momento es P,

P',(20.71) =0.286

P',(20.71) =0.0008

P(1)

A0
FAY )




Caso 12. Epidemia

O

En una ciudad de 100 000 habitantes se detectd un brote de una

nueva enfermedad.
Cuando el Ministerio de Salud comienza a registrar casos habia
500 personas infectadas y una semana después habia 1 000.
Calcular el numero estimado de personas infectadas 2 semanas

despues del inicio del registro, suponiendo un crecimiento logistico.

N(E) = 1+ be Kkt




o M
Caso 12. Epidemia N@) = 7 T
N(0) = 500 MULULLCCO L L]
cog = 100000 L
1+b
b =199
N(1) = 1000 1000 = — =0
99
-k _ 7
¢ T 199
100000
N(2) = 55
1+ 199 (159)
N(2) = 1990

2 semanas después habra

aprox. 1990 infectados — ... SESSREENEE




Caso 13. Crecimiento de una poblacion

O

Se ha estimado que dentro de 1 afios la poblacion de cierto pais
estara dada por

20 .
P(t) = 55 =ose Millones

a) Poblacion actual

P(0) = % = 4 millones




Caso 13. Crecimiento de una poblacion

20 P(t)
P(t) = 243 e—0.06t 10
b) Poblacién dentro de 50 afios /'
20
p(s0) = /

24+ 3 e—0.06.50

9 305 000 individuos

c) Poblacion a largo plazo

_ 20
lim

3006t L0

P — 10 millones de habitantes

100 t




Otras aplicaciones de las funciones exponencial,
exponencial modificada y logistica

Ley de enfriamiento de Newton Biologia

Densidad de una poblacion Entomologia
Reduccion de ozono Curvas de aprendizaje
Concentracion de un medicamento Radiactividad
Contaminacion del aire Presion del aire
Radiologia Demografia
Arqueologia: datacion por carbono Falsificacion en arte
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Resolucion de la ecuacion diferencial

- = AN (M —N) Se reemplaza la constante positiva e™“ por B
dN — A4t N _ 5 MAt
NOT—T5 = Be
Se despeja N
J dN =JAdt N = (M — N)B eMAt
N(M — N) N = MB eMAt — NB eMAt

NB eM4t + N = MB M4t

MAt — MAt
iln|L=At+c NBeMit +1)=MBe
M M—-N MB eMAt

N =

N B eMAt +1
ln‘ =MAt+ MC _
M—-N Se opera algebraicamente:
M
ComoN>0,M>0 N=——7
1+5 e~ MAt
IDM_N=MAt+MC S|%=b yMA=k
N — pMAt+MC _ ,MAt MC N(t) = 1 + ekt
M—-N




Muchas gracias!

luisalazzari@gmail.com




